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Resumen

En este articulo se presentan las bondades de la estadistica inferencial en lo
referente al analisis de regresién no lineal.

Para tal fin, se recurre al estudio de los modelos semilogaritmico y el reciproco,
mostrando su aplicacién en la solucién de problemas pertinentes a la adminis-
tracién, la ciencia y la ingenieria. Desarrollandose como ejemplo especifico, un
caso real aplicado a [a administracion y la economia.

Palabras claves: Estadistica inferencial, regresidn no lineal, mmétodos semilo-
garitmico y reciproco

Decision Making Methods:
Estimation and Trend Determination Using
Reciprocal and Semi-Logarithmic Procedures

Abstract

In this article we present the benefits of inferential statistics in relation to non-li-
near regression analysis.

Tothis end, we resort to the study of semi-log and reciprocal models, showing its
application in solving relevant problems to management, science and enginee-
ring. Developing as a specific example, a real case applied to the administration
and the economy.

Keywords: Inferential statistic, non-linear regression analysis, reciprocal and
semi-logarithmic procedures.
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Introduccion

El analisis de regresion es una herramien-
ta estadistica que permite, al investigador
o al profesional, encontrar relaciones
matemaéticas entre las variables que
intervienen en un proceso, experimento
o situacion que implique cambios en la
informacion objeto de analisis.

Por medio de estas relaciones se hacen
estimaciones y predicciones sobre el
comportamiento futurode esasvariables
y con las predicciones realizadas se pro-
cede atomar decisiones administrativas,
establecer politicas, 0 a realizar disefos
con base en los modelos mateméticos.

El término regresidn fue utilizado por
primera vez coma un concepto esta-
distico en 1877 por sir Francis Galton,
quien llevd a cabo un estudio que mos-
tré que la estatura de los nifios nacidos
de padres altos tiende a retroceder o
“regresar” hacia |a estatura media de la
poblacién. Designd la palabra regresion
como el nombre del proceso general de
predecir una variable (la estatura de los
nifos) a partir de otra (la estatura del
padre o de lamadre). Posteriormente, los
estadisticos acufiaron el término regre-
sion multiple para describir el proceso
mediante el cual mediante la utilizacion
de varias variables se puede predecir
otra. (Devore, 2005}

En la terminologia de la regresion, la
variable que se va a predecir se llama
dependiente, a explicar, o endbégena,
mientras que la o las variables que se
usan para predecir el valor de la varia-
ble dependiente se identifican como
variables independientes, explicativas
0 exodgenas.

En general, existen cuatro posibles for-
mas en que las variables se pueden
relacionar:

Relacion lineal directa e inversa.

Figura 1. Relacion lineal.

{2) Recia directa

(b) Recta inversa

FUENTE: Levin & Rubin, 2004

Se considera que la relacién es lineal
si al graficar los datos se observa una
distribucién delos mismos alrededor de
una linea recta (figura 1). Esta ecuacion,
se determina a través del analisis de
regresion por medio del modelo lineal.

Relacion no lineal directa e inversa

Figura 2. Relacidn no lineal.

FUENTE: Levin & Rubin, 2004

Si la relacion es no lineal, los datos ob-
servados se distribuyen alrededor de
una curva y la ecuacion de esa curva
se determina a partir de alguno de los
modelos no lineales. En la practica, es
muy comun encontrar que lamayoria de
las aplicaciones en las que se establecen



relaciones entre variables sea del tipo
no lineal.

Los modelos de regresion no lineal se
clasifican en:

1. Modelos curvilineos que se ajustan
al modelo lineal general.

2. Modelos intrinsecamente lineales.

3. Modelos no lineales especificos.

Los modelos no lineales que se ajustan
al modelo lineal general, son aquellos
que se pueden expresar como una com-
binacién lineal entre las variables y los
parametros a estimar, se encuentran
en este grupo: los modelos: cuadratico,
¢ubico, polinémicos de orden superior,
semilogaritmico {linear-log) y el reciproco
entre otros.

Los modelosintrinsecamente lineales son
aquellos en los que los parametros no
son lineales pero se pueden hacer trans-
formaciones algebraicas paralinealizar la
relacién; siendo los mas representativos:
el modelo hiperbélico, el potencial y el
exponencial.

Los modelos no lineales especificos son
aquellos que no se pueden linealizary se
aplican otros métodos como el de esti-
macion de maxima verosimilitud, el de
Gauss-Newton, el de Newton-Raphson,
entre otros.

En este articulo se describe el andlisis
de regresién donde intervienen una
variable dependiente y una indepen-
diente, en una situacion particular en
administracidon y economia. El objetivo
del andlisis es encontrar que curva se
ajusta mejor a los datos y decidir entre
el modelo semilogaritmico (linear-log)
y el reciproco.

El modelo lineal general

En una situacién en la que se tiene una
variable dependiente y, k y variables
independientes; (x1, ¥, ..., X)) se puede
deducir una ecuacion estimada de regre-
sidn que sea la mejor relacion entre las
variables por medio del modelo lineal
general.

En este modelola variable dependiente
se puede expresar como la combinacion
lineal de las variables independientes y
los parametros.

Yy=BotBiza+faza+ -+ Bz te (1)

En estaecuacion, cadaunadelasvariables
independientes z; (donde j =12, ..,p)
es funcién de las variables *x {donde
k=12..p)

El caso mas sencillo es cuando sélo se
tienen datos de la variable X1 y se desea
estimar empleando una relacion lineal
directa. En esta situacién, z; =x; y la
ecuacion {1) se transforma en:

y=Bo+hxi+e (2)

Dentro del |éxico estadistico, este mo-
delo se conoce como modelo simple de
primer orden con unavariable predictora.
{Anderson, Sweeney, & Williams, 2001).

El modelo de regresion
semilogaritmico o LINEAR-LOG

Al hacer z, = logx en la ecuacién (1) se
obtiene el modelo:

y=PFot+plogx+e (3)
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Por tanto, la ecuacién estimada de ajuste
de es:

§=by+blogx  (4)

Este modelo se usa cuando se observan
cambios porcentuales en x paracambios
absolutos en ¥ (Maul, 2010).

Ay = By + B log(x + &x) — [Bo + frlogx]
Ay = By [log(x + Ax) — log x]
Ax
Ay =B [‘;

Figura 3. Modelo semilogaritmico linear-log

7/
FUENTE: Elaboracion propia

La figura (3), sefiala las posibles curvas
gue se pueden ajustar con este mo-
delo. Notese que para ambos casos
by >0y by <0 las curvas tienen asin-
totas en x=0, es decir, que no cortan el
gjey.ademas las curvas no son acotadas;
es decir, que si x aumenta sin limite y
también seguird aumentando o decre-
ciendo sin limite.

MODELO RECIPROCO

1 .z
Al hacer z, =7 en la ecuacidn (1) se

obtiene el modelo:

1
y=Bothzte

Portanto, la ecuacion estimada de ajuste
de y es:

1
$=botby  (6)

Como se observa, este modelo es muy
parecido al modelo semilogaritmico, que
en la practica es mucho maés utilizado.

Figura 4. Modelo reciproco

T

FUENTE: Los autores

La semejanza de este modelo con el
semilogaritmico radica en que tiene
una asintota vertical en x=0, pero su
diferencia radica en que tiene ademas
una asintota horizontal en y = by. Esto
quiere decir que la funcién reciproca es
acotada, tiene un limite de crecimiento
o de decrecimiento. (Figura 4).

El modelo reciproco se utiliza cuandoel
ajuste es mucho mas significativo que
el semilogaritmico y se trata de modelar
alguin tipo de relacién de crecimiento o
variacion de tasas de crecimiento.

En economia existen varias situaciones
gue se modelan con |a relacién recipro-
ca, entre ellas se resaltan: La curva de
Philips y la curva de gasto de Engel la
primera expresa la relacién entre la tasa
de cambio absoluta del salario moneta-



rio y la tasa de cambio porcentual del
desempleo; mientras que la curva de
gasto de Engel, muestra la existencia
de un umbral o cota superior tal que
por mucho que incremente el ingreso
no se incrementara mas el gasto de un
determinado bien. (Sancho P, Serrano,
& Pérez, 2006}.

Caso de aplicacion de los
modelos de regresion

Con el fin de mostrar una aplicacién de
los modelos mencionados, se presenta
la siguiente situacién en el campo de
la economia. '

Tras 10 anos de funcionamiento, una
empresa del sector de las telecomuni-
caciones, gquiere estudiar el beneficio
obtenido en dicho periodo en funcion
al nimero de clientes que utilizan sus
servicios. Los datos quedan recogidos
en la siguiente tabla:

Tabla 1. Beneficios en relacion al N° de clientes
de una empresa de telecomunicaciones,

Beneficios Ne Clientes
{millones US) {miles)
120 22
127 25
148 27
169 30
183 34
293 38
207 40
215 45
220 50
222 5%

FUENTE: Chica, 2011

Para encontrar el modelo que se ajusta
mejor a los datos debe hacerse primero
una grafica de dispersién de fos valores
observados (Figura 5).

Figura 5. Grafica de dispersién
de los datos del ejemplo
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FUENTE: Elaboracién propia

Validandose entonces que los puntos
describen una curva que puede ajus-
tarse con el modelo semilogaritmico o
el modelo reciproco.

Para hacer los respectivos analisis se
recurrira al uso de la herramienta de
calculo EXCEL® ingresando los datos
Como se presentan en la siguiente tabla.

Tabla 2. Datos de entrada para el analisis
de regresién del ejemplo.

Ne Clientes Ber.leﬁcios
(miles) {millones
us)
x InX 1/x ¥
22 3,0910434 | Q,04545455 120
25 3,21887681 0,04 127

27 3,29583787 | 0,03703704 148

30 340119842 | 0,03333333 169

34 3,5263616 | 0,02941176 183

38 363758727 | 0,02631579 193

40 3,68888058 0,025 207
45 3,80666365 | 0,02222222 215
50 3,9120242 0,02 220

59 4,07753869 | 0,01694915 222

FUENTE: Elaboracidn propia
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Para el modelo semilogaritmico, los re-

sultados son:

Tabla 3. Estadisticas de la regresién para el
modelo semilogaritmico

Estadisticas de la regresion

Coeficiente de correlacién maltiple  0,96713461

Coeficiente de determinacion RA2  0,93534935
RA2 ajustado 0,92726802
Error tipico 10,2688088
QObservaciones 10

FUENTE: Elaboracién propia

Tabla 4. Prueba de significancia para el
modelo semilogaritmico

ANALISIS DE VARIANZA
Grados de Sumade
libertad cuadrados
Regresian 1 12204,8125
Residuos 8 843,587481
Total 9 130484
Promedio de E Valor critico
los cuadrados deF
12204,8125 115,741998 4,9057E-06
105,448435

FUENTE: Elaboracion propia

Tabla 5. Parémetros estimados para
el modelo semilegaritmico.

Coeficientes Errorfipico Estadisticot Probabilidad
Intercepcidn  -233,1353 38,5754803 -6,04361368 0,00030809
Variable X1 115979122 10,7803864 10,7583455 4,9057E-06

FUENTE: Etaboracion propia

De acuerdo con la tabla (5), la ecuacién
estimada de regresion semilogaritmica es:

$ = —233,13 +11598Inx €]

Se observa que el ajuste de este modelo
es muy bueno porque el coeficiente de
determinacién (tabla 3), indica que la

relacién explica enun 93, 54% los valores
de a partir de los datos de.

Adicionalmente, la relacion es estadisti-
camente significativa pues el valor critico
del estadistico F es cero. (Tabla 4).

Luego se grafica la ecuacidon encontra-
da junto con las observaciones o datos
registrados para comparar.

Figura 6. Grafica de la ecuacion
del modelo semi logaritmico
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FUENTE: Elaboracién propia

Se observa que el ajuste de la curva se-
milogaritmica es bueno para todos los
valores exceptoeltltimodondelacurvase
empieza alejar de los valores observados
y silatendencia de los datos se mantiene,
entonces esta ecuacion no sirve parahacer
estimaciones o proyecciones.

Para el modelo reciproco, los resultados
son:

Tabla 6. Estadisticas de la regresion
para el modelo reciproco

Estadisticas de la regresion
Coeficiente de correlacion miltiple  0,98675219

Coeficiente de determinacion RA2 - 0,97367989
RA2 ajustado 0,97038987
Error tipico 6,55205474
Observaciones 10

FUENTE: Elaboracién propia



Tabla 7. Prueba de significancia para
el modelo reciproco

ANALISIS DE VARIANZA
Grados de Suma de
libertad cuadrados
Regresién 1 12704,9646
Residuos 8 343,43537
Total g 130484
Promedio de £ Valor critice
fos cuadrados deF

12704,9646 295,950056 1,3263E-07
42,9294213

FUENTE: Elaboracion propia

Tabla 8. Parametros estimados
para el modelo reciproco

Figura 7. Grafica de la ecuacién
del modelo reciproco.,
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Coeficientes | Error tipico | Estadistico t |Probabilidad

Intercepcidni 300,728056 7,29494352| 41,2241789] 1,3203E-10

Variable X 1 -4068,93318| 236,521892| -17,203199| 1,3263E-07

FUENTE: Elaboracion propia

De acuerdo con la tabla (8) la ecuacidn
estimada de regresién para el modelo
reciproco es:

1
§ = 300,73 ~ 4068,93~ (8)

Comprobandose asi, que el ajuste de
este modelo es mucho mejor porque
el coeficiente de determinacién (tabla
6), indica que la relacién explica en un
97. 37% los valores de a partir de los
datos de X. Adicionalmente, la relacion
es estadisticamente significativa pues
el valor critico del estadistico F es cero.
(Tabla 7).

FUENTE: Elaboracion propia

Al comparar la ecuacién de regresién del
modelo reciproco con los datos obser-
vados se nota un ajuste mas apropiado
parala relacion entre beneficios y niimero
de clientes.

Comparando graficamente las dos ecua-
ciones se tiene:

Figura 8. Modelos de regresidn semilogarit-
mice y reciproco para los datos del ejemplo
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FUENTE: Elaboracion propia

De acuerdo con los resultados obtenidos,
el modelo mas adecuado es el reciproco
pues tiene un mejor ajuste (R?=97.37%)
y se observa en las curvas trazadas de
la figura 8.
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Estimacion y prediccion

Si el analisis de la ecuacion de regresion
obtenida con los datos demuestra que
existe una relacion estadisticamente
significativa entre las variables, y si el
ajuste que proporciona la ecuacion es
bueno, esa ecuacion podria usarse para
estimaciones y predicciones.

Estimacioén de intervalo

Al hacer una estimacién puntual de yun
valor de dado un valor de x, no se tiene
idea alguna de la precision asociada
con el valor estimado. Por ello aunque
la regresion tenga un gran ajuste y sea
estadisticamente significativa, no se
deben hacer estimaciones de valores
de simplemente remplazando valores
de en la ecuacién.

El estimado de intervalo de prediccion
se usa cuando se desea un estimado
de intervalo de valor individual de que
corresponda a determinado valor de.

En la estimaciony la inferencia, un error
comun es suponer que lalinea de regre-
sion, asi el ajuste sea muy bueno (valorde
r2 muy alto), puede aplicarse en cualquier
intervalo de valores., Aun cuando una
relacion se cumpla para el intervalo de
puntos de la muestra, puede existir una
relacién completamente distinta para
un intervalo diferente. Por ejemplo, la
relacién edad y talla puede ser lineal para
cierto intervalo del crecimiento de los
ninos en su primera infancia pero en la
adolescencia esarelacidonyanoeslineal,

Una ecuacidon de estimacion es valida
para el mismo rango dentro del cual
se tomo la muestra inicialmente (Le-
vin & Rubin, 2004). Sin embargo, si el

investigador tiene la certeza de que el
comportamiento entre las variables sera
el mismo en ofros intervalos fuera del
rango de la muestra, entonces puede
usar la ecuacion para hacer predicciones.

Enla situacién que se plantea como ejem-
plo para el analisis de regresion se supon-
dré que los beneficios crecen conforme
aumenta el nimero de clientes con un
limite superior; es decir, el modelo reci-
proco seré valido para hacer predicciones
fuera del rango de los datos observados.

Supdngase que se desea obtener el
monto de los beneficios estimado para
la empresa cuando sus clientes lleguen
a ser 70.000.

Reemplazando X por 70 en la ecuacion
(8), se tiene:

1
¥ = 30073 - 4068,93% = 2426

Para determinar un estimado del inter-
valo de prediccion debemos determinar
primero la varianza asociada al empleo de
¥ como estimado de un valorindividual
de y. Esta varianza estd formada por la
suma de dos componentes:

1. Lavarianza delos valores individua-
les de respecto del promedio cuyo
estimado es s

2. Lavarianza asociada al uso de para
estimar E {y) cuyo estimado es s,

Asi, el estimado de la varianza de un
valor individual es:
2 _ o2
Sing =8°+ 59,
Por consiguiente, un estimado de la

desviacién estandar de un valor un in-
dividual de 7 es:



z
1 (x,—=%

La ecuacidn general para un estimado
del intervalo de prediccidn para un valor
individual de dado un valor particular
de x es:

¥ty Sina

En donde el coeficiente de confianza es
1wy t,;; se basa en una distribucion t
con n-2 grados de libertad.

Para determinarun estimado de intervalo
de prediccién del 95% para el valor de
ios beneficios esperados por laempresa
cuando sus clientes sean 70.000, se nece-
sita el valor de t para 0/2=0.025 y n-2=
8 grados de libertad. Asi, con 5, = 242,6,
t0.025=2,306 ¥ Sina = 6,9117 se tiene:

2426 £ 2,306 69117
242,6 £15,938

Entonces, con una confianza del 95% se
puede decir que el valor de los beneficios
recibidos por la empresa cuando sus
clientes sean 70.000 se encuentra entre
226,66 y 258,54 millones de ddlares.

Estimacion de los pardmetros
del modelo de regresion

Uno de los conceptos fundamentales
sobre el que se ha basado este andlisis,
es que la ecuacion de regresion cuadra-
tica obtenida a partir de los datos de la
muestra es un estimado de los parame-
tros del modelo para la poblacién. Por lo
tanto, es posible determinar intervalos
de confianza para los coeficientes de la
ecuacién de regresion.

El anélisis de regresion con EXCEL® mues-
tra, por defecto, el intervalo de confianza
del 95% para cada uno de los parametros.

Tabla 9. Intervalo de confianza
de los parametros.

Coeficientes  Inferior95%  Superior 95%
Intercepcidn  300,728056 283,905887 317,550226
Variable X 1 -4068938  -4614,353  -3523,5127

FUENTE: Los autores

Finalmente, es importante mencionar
gue se puede cometerotroerroral utilizar
el analisis de regresion, y es suponer gue
un cambio en una variable es“ocasiona-
do” por un cambio en la otra variable,
Los analisis de regresién y correlacion
no pueden, de ninguna manera, deter-
minar la causa y el efecto. Si se dice, por
ejemplo, que existe una relacién entre
el nimero de canas y de arrugas que
van apareciendo en una persona, no se
puede decir que una ocasiona la otra
pues es muy posible que existan otras
variables asociadas que sean la causa;
en este caso la edad de la persona, por
gjemplo.

La validez de una conclusién de tipo
causa y efecto requiere de una justi-
ficacién tedrica, o del buen juicio por
parte del analista. (Anderson, Sweeney,
& Williams, 2001).

Conclusiones

Elanalisis de regresion es una herramien-
ta matematica poderosa que permite
determinar modelos sobre el comporta-
miento de las variables que intervienen
en una situacién en cualguier campo
del conocimiento con el fin de hacer
estimaciones y predicciones dentro de
un intervalo de confianza deseado.
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Dentro de estos modelos, que pueden
ser lineales o no lineales, se encuentra
el modelo de regresién semilogaritmico
y el modelo de regresion reciproco que
se ajusta de manera adecuada a situa-
ciones aplicadas a la administracion y
la economia, como la relacién entre el
beneficio obtenido por una empresa
de telecomunicaciones y el nimero de
clientes.

Esta herramienta de analisis estadisticole
da al profesional la posibilidad de hacer
ajustes en los procesos, tomar decisiones
o establecer politicas. Por ejemplo, siun
profesional de la administracién utiliza
la regresién semilogaritmica puede en-
contrar la relacién entre la variacién de
los ingresos o utilidades con respecto
a variaciones porcentuales en el precio
de un producto. Mientras que con Ia
regresion reciproca puede determinar
la cota superior o limite de crecimiento
de las ganancias o utilidades en funcién
de la produccion.

Asimismo, el presidente o gerente dela
empresa de telecomunicaciones puede
usar los resultados del ejemplo para
decidir si invierte en mas publicidad y
promociones para captar mas clienteso
si porel contrario al observar la tendencia
dellimite en las utilidades decide invertir
en tecnologia y mejoras en el servicio.
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